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CIP法による 3次元弾性体の波動伝播解析と 
開境界処理への応用 
 
WAVE PROPAGATION ANALYSIS OF THE THREE DIMENSIONAL ELASTIC BODY BY CIP METHOD 
AND ITS APPLICATION TO OPEN BOUNDARY SCHEME 
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When we calculate the earthquake reply that a building receives, calculations in consideration of Dynamic 
Soil-Structure Interaction are used well. One of them called direct method. It is the method to consider the 
structure and soils as a whole. It often uses the finite element method (FEM). This method has an effective 
calculation in nonlinear studies. However, processing to express the infinite ground in a limited domain is 
necessary. We call this processing boundary processing. Generally, a viscous boundary is used for this 
processing. However, the complete boundary making cannot be realized. In this paper, I suggest boundary 
processing using the CIP method as complete processing. The CIP method is highly precise liberation of the 
advection equation. The CIP method is used in various fields, but, as for the example used in the field of ground, 
it is rare. This study does the suggestion of the way of analysis of the wave-propagation of the ground model in 
various dimensions using the CIP method and the boundary processing by the CIP method.  
Key Words : elastic wave, open boundary, FEM, CIP 
 
 
１． はじめに 
近年，地盤の非線形な動的挙動が活発に研究されてい
る．[1]非線形問題を扱う場合，有限要素法が有効かつ柔
軟な手法であることはよく知られている．有限要素法に
て無限あるいは反無限モデルを離散化するためには開境
界処理を必要とする．境界処理法として，境界にダッシ
ュポットを設ける粘性境界が代表的であるが完全な波動
透過は実現されていない．そこで，本論文では CIP 法
(Constrained Interpolation Profile Scheme)を用いた新しい
境界処理法の確立を目指す．CIP 法は移流方程式を解く
高次精度差分法の 1 つであり，数値拡散が少なく，無反
射境界条件を満足する解法である．しかし，有限要素法
とは異なる分野で用いられているため，如何にして有限
要素法と CIP 法を組み合わせるかが焦点となる．本研究
はよりシンプルで効率的な開境界モデルを目指す．狭領
域で入反射波を同時に再現できる境界モデルを提案でき
れば地盤と建物の解析効率に有益をもたらせる．[2][3] 
 本論文は CIP 法による弾性体波動伝播解析がどの程度
の精度を持つか，3 次元モデルを例に挙げ検証した後，2
次元モデルにて CIP 法を用いた開境界処理手法を提案す
る． 
２． 弾性体の移流方程式とその CIP解法 
弾性体の移流方程式は波動方程式から導くことができる． 
（１）弾性体の波動方程式 
次のように n(=1,2,3)次元弾性体の振動方程式は表せら
れる． 
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ここで，変位を u ，応力を  ，ひずみを  ，偏微
分演算子をマトリクス表記したものを [ ]，密度を  ，
時間をT ，ヤング率 E とポアソン比 vからなる応力ひず
みマトリクスを D[ ]  とする． 
式(1)を式(2)で展開したものが波動方程式(3)となる． 
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（２）弾性体の移流方程式 
 式(3)は 0[ ]を任意のゼロマトリクス，[ ]I を任意の単
位マトリクスとおくと，まとめて次のように表せる． 
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簡易に表すと， 
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ここで， 
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を用いて式(5)を書き換えると， 
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ここで， 
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つまり， 
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このまま移流方程式を解くことは困難であるため，
 sA の対角化を行い独立した移流方程式を導く．した
がって次の固有値問題を解く． 
 
    , , ,s sA F F s x y z        (10) 
 
上式より得られる固有値 s を対角にならべたマトリ
クス [ ]s と，固有ベクトルを並べた固有マトリクス [ ]s
を用いると次式が成立する． 
 
1[ ] [ ][ ] [ ], , ,s s s sA s x y z 
   　    (11) 
 
以上を利用して，    s s sF f とすると， 
 
   [ ] , , ,s s sf f s x y zt s
 
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    (12) 
 
という独立した移流方程式を導くことができる． 
（３）移流方程式の CIP解法 
CIP 法とは，矢部らによって考案された高次精度差分
法の 1 つであり，数値拡散が少ない高精度な移流方程式
解法である．[4][5]  
 
   , , 0f x t u f x t
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       (13) 
 
という移流方程式を考えた場合移流関数 f が x 空間を
速度 u で伝播していることを表す．この式を CIP 法で解
くことは次式を用いることとなる． n  ステップ時にお
ける求める i 点とその隣接点 iup点の移流値 f とその空
間微分値 g の情報から t 秒後の 1n ステップでの移
流値と空間微分値を導くことができる． 
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ここで， u t    である．また， s を節点間距離と
すると， 0u  のとき , 1D s iup i    ， 0u  のとき
, 1D s iup i    である． 
（４）分離解法 
分離解法は，多くの分野において使用される多次元解
法であり，1 次元問題に落とし込むことで，容易に解く
ことが可能な手法である．移流方程式からわかる通り，
弾性地盤問題はこの手法との相性が良く，容易に式を導
くことができる点から，本研究では方向分離解法を用い
て多次元解法に臨む． 
分離解法は M 型 CIP と C 型 CIP の 2 種類に計算法に
分けられる． 
a）M型 CIP 
方向分離解法を用いて，2 次元 CIP 法を解くとする． 
STEP1：
* *,CIP CIPn nf f g g   
時刻 n において，まず x 方向の移流から始めたとする．
移流値
nf とその x 方向微分値 ng が CIP 法によって中
間値となる値が求まる． 
STEP2：
* 1 * 1,CIP CIPn nf f h h    
中間値から y 方向の移流を行い次ステップの移流値
1nf  とその y 方向微分値 1nh  が得られる．しかし
Hosei University Repository
STEP2 で必要な
*h は STEP1 で求めていないため，何
らかの方法で求めなければならない． 
この移流方向と垂直方向の微分値をもとめる手段とし
て 2 つの手法がありその 1 つが，M 型 CIP と呼ばれる
手法である．これは 1 次線形補間で中間微分値を求める
手法で， 
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を用いて計算される．ここで y は，
y


である．この式
は中央差分で解いたことと同じである． 
b）C型 CIP 
もう 1 つの手法が C 型 CIP である．一次線形補間で
値を導いた M 型にたいして，C 型は CIP 法を用いて値
を導いてくるのである．つまり，更に 2 階空間微分値も
記憶することによって，微分値を CIP 法で求めているの
である． 
M 型と C 型を比較すると精度はもちろん C 型が優位
だが，記憶する情報が増える点が短所である． 
（５）Tマトリクス 
 s 方向に移流したのち，r 方向に移流するために s 方向
移流方程式を r 方向移流方程式に変換する必要がある．
そこで用いるものが T マトリクスである． 
T マトリクスは以下の式で得られる． 
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また,T マトリクスには以下のような性質がある.関係
性を示すために 1 次元も仮定して示す． 
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移流値の変換は 
 
   r rs sf T f           (22) 
 
で計算される． 
３． 3次元弾性体波動伝播解析 
（１）計算手順 
3 次元弾性体の波動伝播解析には先に紹介した，M 型
CIP を中央差分で解いた CDP と C 型 CIP の CTP の 2 種
類の手法で解くこととする．CTP の精度のほうが上であ
ることはわかるが，小メモリで計算可能な CDP は魅力的
であり，今後の展望も視野に入れて，両者を検証する． 
a）CDP手順 
STEP1： 
1 * *,CIP D Tmatnx x yf f f   
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STEP3： 
1** *** 1,CIP D Tmat nz z xf f f
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ここで CIP1D は CIP 解法，CDP は中央差分補間，
Tmat は T マトリクス変換を表す． 
b）CTP手順 
STEP1： 
1 * *,CIP D Tmatnx x yf f f   
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STEP2： 
1* ** **,CIP D Tmaty y zf f f   
* ** **
1 ,y yCIP D Tmat z
f f f
y y y
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STEP3： 
1** *** 1,CIP D Tmat nz z xf f f
   
1** ***
1 ,
n
CIP D Tmat xz z ff f
z z z
 
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1** ***
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 
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  
 
1** ***
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xyz xyz xyz
 
 
  
 
 
（２）3 次元弾性体無限地盤モデル 
3 次元弾性体無限地盤波動伝播解析に用いるモデルを
示す(Fig.1)．物性値等諸量は Table 1 へまとめる． 
 
 
Fig.1 three dimensional analysis model 
 
Table 1  parameters of simulated objects for 3D 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ここで，LX,LY,LZ は各方向のモデル長さ，DX,DY,DZ
は各方向の節点距離， vはポアソン比，E はヤング率，
G はせん断弾性係数，Csは S 波速度，Cp は P 波速度，
t は 1 ステップ秒を表す． 
 このモデルの中央節点に速度を z 方向へ sin 波形で入
力した波動伝播解析を行う．計算手法は先に述べた CDP
と CTP の 2 種類で行う． 
a）解析結果 
解析結果は初期入力点を含む xy 平面の面外速度描画
結果を示す(Fig.2)． 
 
CDP                   CTP 
 
 
20.0LX LY LZ m    
1.0DX DY DZ m    
0.3   
3 31.5[10 / ]kg m   
256[ / ]E MN m  
221.54[ / ]G MN m  
119.83 / secCs m  
224.18 / secCp m  
1.0 st m   
LZ 
LX LY 
10step 
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Fig.2 z velocity result of 3D infinite space model 
b）考察 
両描画結果を比較してわかるように，CTP は安定し
た伝播を見せているが，CDP はざわめきが大きく，最
後には数値拡散を起こしてしまっている．CDP はある
一定の方向から，ざわめきがおきていることがわかる．
これは 2 次元モデル解析時にも見た現象であったが，
最終的にざわめきは収まっていた．3 次元モデルでは
収まることなく悪化しながら，全体に広まってしまっ
た．CTP は描画を見る限り，対称的に伝播しているこ
とがわかる． 
本解析では，波形伝播のプロファイルに限った安定
性と対称性を観たが，解析の妥当性を観るために理論
解との比較が必要である．そこで，表面波伝播理論解
である Lamb の解と比較するために，半無限地盤モデ
ルでの解析を行う．半無限地盤モデルでの解析は CTP
のみの解析とする． 
（３）3 次元弾性体半無限地盤モデル 
CTP による 3 次元弾性体無限地盤モデルの解析が理論
的にどれほどの妥当性を持つか見るために半無限体の表
面波伝播理論解である Lamb の解と比較する．したがっ
て，3 次元弾性体半無限地盤モデルを作成する必要があ
る．半無限モデルは無限モデルに自由端を表現する境界
条件を入れることによって実現させる． 
解析モデルは，無限地盤解析時と同様な諸量を持つ，
21 21 22  のモデルで z正方向境界面に処理を行うため
の節点面を設け，面 21Z  が地表面を表す．この地表面
の中央節点へ応力 z を負の方向へ
21kN m のインパ
ルスで与えた波動伝播解析を行う． 
a）地表面境界条件 
CIP は移流方向に対して独立して計算できることから，
逸散波の移流値を入射移流値として代入することで，逸
散波が地表面で反射しそれが入射波となって入射する現
象を表現することができる． 
面 1Z  を地表面と考えた場合，面 2Z  の逸散移流量
OF を面 Z の入射移流量 IF として代入する．具体的には，
x,y 方向の CIP 計算後 
 
       2 , 2O I O IF Z F Z F Z F Z       (23) 
 
をした後，z 方向の移流計算を行う．これは地表面で
の自由端反射を表す十分条件である，地表面応力 0 を意
味する． 
b）Lamb の解 
この解は地表面へインパルス力を加え，その点から距
離 r 離れた地点で観測される z 方向変位を，時刻 t ごと
の時刻歴結果を表す．無次元時間 に関する判別式で表
せられる．[6]計算式にはスケールがないため，これらの
波の到達時刻と大まかなプロファイルが，いかに解析解
と一致するかが，本解析の焦点となる． 
30step 
60step 
90step 
120step 
150step 
180step 
210step 
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c）解析結果 
解析結果は以下に示す地表面を表す図(Fig.3)の節点番
号 1～4 における，z 方向時刻歴変位応答と，その節点に
相応する Lamb の解を同じグラフにしたもの(Fig.4)，そ
して x,y 方向時刻歴変位応答をグラフにしたもの(Fig.5)
を掲載する． 
 
 
Fig.3 observation point in surface of half space model 
 
 
  Fig.4 z displacement result of 3D half space model  
subjected to impulse at 1-4 and After Lamb 
 
 
Fig.5 xy displacement result of 3D half space model  
subjected to impulse at 1-4  
 
各グラフにある 3 本の線は左から順に理論解上での
P 波 S 波 Rayleigh 波の到達を意味する． 
d）考察 
Z 方向変位結果では Rayleigh 波の到達がはっきりと表
れ，Lamb の解と同時期に到達していることから，本解
析の妥当性が示せているだろう．しかし，波通過後に残
留変位が残ってしまっている．これは入力点に起きる残
留変位の影響を受けていると考えられ，過去から，イン
パルス入力時の残留変位に関して問題視されていたが，
sin 波速度入力など，最終的に変位を 0 に抑え込める解析
では，残留変位が残らないことから，インパルス入力特
有の問題と考えられる． 
 x,y 方向変位結果では P 波と S 波の到達で，ピークが
現れるがこれも，Lamb と同時期に到達を確認できる．
やはりこの結果でも残留変位がみられる．無限地盤モデ
ルではそこまで目立たなかったが，x 方向と y 方向とで
大きく対称性がくずれてしまっている．いくら C 型でも
方向分離解法を行っている以上は，このように対称性の
保持は難しいだろう． 
 本解析を通して，CTP による 3 次元無限あるいは半無
限地盤解析のプロファイル精度の妥当性を確認すること
ができた．しかし定量的な精度保障やインパルス入力か
らの残留変位への対処など，まだ解決すべき問題が多々
ある． 
 
４． FEM-CIP結合解法による開境界処理 
FEM 時刻歴解析では，微小な時間 t 後の時刻 t t に
おける状態を推定し，順次解を導く．FEM-CIP 結合解法
はその点に着目した手法である． 簡単に述べると t t
時の境界面の応力状態を示し，開境界を実現させる．そ
して，この境界力を導く手立てとして，CIP 法を使用す
る． 
過去からこの FEM-CIP 結合解法に着手し，1 次元問題
では満足な結果がえられていたが，2 次元問題では，多
次元 CIP 解法に満足な結果が得られていなかったため着
手できずにいた．本論文は今までの CIP 法多次元解析を
応用し，2 次元問題に望む． 
（１）計算手順 
1 次元問題で説明する． x 軸上で y 方向変位がせん断
波として伝播する問題を扱う．なお，FEM モデルへ進行
する波には I : Incoming wave（入射波）を，逸散する波に
は O : Outgoing wave（後退波）の下添え字をつけて区別
する．また，FEM と CIP の各諸量にはそれぞれ fem と cip 
の上添え字をつけて区別する．手順は Fig.6 以下となる． 
 
 
 
 
 
 
Fig.6  Analytical diagram 
 
0-1．入射 CIP 端部節点 3における入射移流 
0 0 0 0
3 0
1 1
/
2 2
I I I I
I I s
s s
u u Gu
f u C
C G C G
    
       
   
 
( 0 Iu ：入射速度波形データ， 0 0 /I I su u C   ） 
の全時刻データの作成 
1 
2 3 
4 
( 0.001sec)time 
 
1110 m  
( 0.001sec)time 
 
1110 m  
1 2 FEM 
② 
④ 
① 
1 2 3 
1 2 3 
N-1 N 
③ 
①’ 
④’ 
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0-2．入射 CIP 全節点 1,2,3i  における 
入射移流量の初期化： (0) 0Iif   
0-3．逸散 CIP 全節点 1,2,3i  における 
逸散移流量の初期化： (0) 0Oif   
0-4．FEM 全節点 1, 2, ,i N の初期条件の設定：
(0) (0) 0fem femi iu u   
0-5． 0t  とする 
1．①：時刻 t t  の入射 CIP 節点番号 2 へ 
入射移流量 2 ( )If t t  を設定 
2．①’：FEM 境界節点 N における 
応力の算定：
2 2( ) ( )
cip
I It t Gf t t     
3．④：時刻 t t  の逸散 CIP 節点番号 2 を 
CIP 法で求める： 2 2O Os
f f
c
t x
 

 
 
4．④’：FEM 境界節点 N における 
応力の算定：
2 2( ) ( )
cip
O Ot t Gf t t     
5．②：FEM 時刻歴解析： 
FEM 境界節点 N へ①’，④’を入力 
2 2
[ ]{ ( )} [ ]{ ( )} [ ]{ ( )}
{ ( )} { ( )}
fem fem fem
cip cip
I O
M u t t C u t t K u t t
t t t t 
       
     
 
6．③：時刻 t t  の逸散 CIP 全節点 1,2,3i  の 
移流量 ( )Oif t t  を算定 
 
   
   
1
2
1
2
cip cip
Oi Oi
Oi
s
fem fem
Oi Oi
s
u t t t t
f t t
C G
u t t t t
C G


     
     
 
     
   
 
 
ここで， 
     
   
2
2
cip fem cip
Oi N i Ii
fem
N i s Ii
u t t u t t u t t
u t t C f t t
 
 
       
     
 
7． t t t   として 1．に戻る 
 
（２）2 次元 FEM-CIP結合解法モデル 
2 次元問題を取り扱う場合にも，1 次元時同様の手法を
使うことができる．モデルは以下のような形(Fig.7)を想
定できるだろう． 
 
  
Fig.7 Open boundary models of 2 dimensional FEM 
 (infinite space(a) and half one(b))  
 
しかし CIP メッシュの特性上一度にこのような CIP
グリッドの解析を行うことができない．そのため，グリ
ッドをいくつかの CIP メッシュに分割する必要がある． 
分割方法を説明する． 
a）Open Boundary Side scheme (OBS) 
境界面に与える外力（以下，境界力）を一組の CIP グ
リッドで計算する手法である．入射用グリッドには入射
波形を記憶し，逸散波用グリッドには FEM データを受
渡し，FEM 領域外のグリッドには FEM データを外挿し
ている．計算効率は良いものの，メモリの浪費が気にな
る所である． 
b）Open Boundary Cell scheme (OBC) 
t 秒間での移流で，境界点に影響を与える情報量は
限られると考えた．それが，境界点ごとに 4×3 の CIP グ
リッドを用いて，境界力を計算する手法である．境界点
の数，計算が行われるため，手数は多くなるものの FEM
使用メモリを除き，4×3 メッシュだけのメモリで計算が
可能であり，大きなモデルを対象とした場合メモリの節
約に期待できる．基本的な計算過程は OBS と同じである． 
（３）2 次元弾性体 SH波伝播解析 
以上を踏まえて，2 次元弾性体 SH 波伝播解析を行う．
使うモデルは Fig.7(b)に相当する半無限モデルで，物性値
等諸量は以下(Table 2)である．ここで t は厚さである． 
 
Table 2  physical property for 2D 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
この 21 21 節点の半無限地盤モデルへ 30°  で SH
波が速度として入射する 2 次元 SH 波伝播について，OBS
と OBC で解析を行う．速度データは sin 波 1 波であり，
300step 追う． 
a）解析結果 
OBS と OBC で同じ解析値が得られたため，ここでは
OBC で得られた解析結果(Fig.8)を掲載する．これは面外
速度描画結果である． 
 
  
20.0LX LY m   
1.0DX DY m   
1.0t m  
0.3   
3 31.5[10 / ]kg m   
233.75[ / ]G MN m  
150.0 / secCs m  
2.667 st m   
FEM mesh 
CIP grid 
Free Surface 
FEM mesh 
CIP grid 
(a) (b) 
40step 20step 
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Fig.8 half space model subjected to SH wave with 
 30-degree of angle analysis by OBS 
 
 
b）考察 
本解析は両解析プログラムが境界処理ルーチンとして
同等に機能をはたすかという実験的な試みもあり，その
確認ができたことは大きな収穫である． 
 100step あたり，自由地表面で反射した波が右サイド
へ逸散していくわけだが，逸散しきれていない波が反射
波となって，その近くでこぶができ，下方向へ流れてい
ることがわかる． 
 完全な逸散が行われないということはつまり，FEM モ
デルの t 秒後の姿を CIP グリッドで表現しきれていな
いということである．CIP 法では t 秒間の移流空間を
t Cs gzi   で表し，この空間が t 秒間で境界面を
通過していることとなる．この gzi 空間で表現される仮
想波形と FEM 上での理想波形とで微小にずれが生じて
いるため，反射波が生じていると考えられる． 
SH 波速度はCsで一定であると考えると， t がこの
問題の大きな鍵となっているだろう．一方向移流で完結
する SH 波移流は逸散面ごとに移流方向が異なり，左右，
上下に分かれる．斜め方向に進行する SH 波も同様に考
えられるが，境界面にて t 秒間に経験する波形はその
角度によって異なる．このことから，境界面ごとで逸散
性能が異なり，偏った反射波が生じたと考えられる．今
回の解析結果をふまえると，鋭角に逸散していく面に適
した t を設定する必要がありそうだ． 
 
 
５． 結論 
（１）CIP法による三次元弾性体波動伝播解析 
□M 型 CIP では有効的な解析値を得ることは難しい． 
□C 型 CIP は無限，反無限に関わらず安定した解析値を
得ることができる． 
□方向分離解法の特性上一部の対称性が崩れる． 
（２）FEM-CIP結合解法による開境界処理 
□OBSとOBCでSH波伝播については同一な解析を得る． 
□多次元問題においても FEM-CIP 結合解法による開境界
処理の有効性が確認された． 
□完全な波動透過は実現できてはいない． 
 
６． 展望 
（１）CIP法による弾性体解析 
弾性体の CIP 法解析は，地盤解析だけではなく様々な
物質の非破壊試験として応用が考えられる．現時点では
精密な解析解を得る精度に至っていないが，CIP 法の計
算法にさらに高等な計算法である保存保証型 CIP 法が存
在し，まだまだ精度を上げることは可能である． 
（２）開境界処理 
この研究では SH 波伝播についてのみ解析をおこなっ
た．完全とは言えないが，境界処理としての機能は 2 次
元においても確認できたため，今後 P・SV 波問題や 3 次
元問題への応用も可能であろう． 
この分野の課題としては，複層地盤となった場合の入
力波の算定や，弾塑性モデルでの開境界処理の精度など
が挙げられる． 
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